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1 Thema der Reihe

„Der Turm von Hanoi“ – eine handelnde Auseinandersetzung mit dem Strategiespiel zur Förderung der kognitiven Fähigkeiten wie vorausschauendes und schlussfolgerndes Denken und zur Entwicklung der Bereitschaft und Fähigkeit zur eigenständigen, kreativen Problemlösung.

2 Aufbau der Reihe

1. Stunde: „Der Turm von Hanoi I“ – handelnde und aktiv entdeckende Ausein-

    andersetzung mit dem Strategiespiel zur Förderung kognitiver Fähig-

    keiten und der Schulung des Problemlöseverhaltens durch das Entwi-

    ckeln und Begründen von Lösungsstrategien.

2. Stunde: „Der Turm von Hanoi II“ – Anwendung der bisher gefundenen und Entwick-

   lung von weiteren Legestrategien bei steigender Anzahl von Plättchen  zur 

   Förderung der Entwicklung und des Ausnutzen von Problemlösungsstrate-

   gien.

3. Stunde: „Der Turm von Hanoi III“ – „Wie viele Züge braucht man, um einen Turm 

   mit 6-10 Plättchen zu verschieben?“ – Erkennen der Gesetzmäßigkeit bei 

   Erhöhung der Anzahl der Plättchen in Bezug auf die Züge zur Förderung des 

   problemlösenden und kreativen Denkens. 

3 Darstellung des didaktischen Schwerpunktes der Stunde

„Der Gedanke, den Eifer,

mit dem sich Kinder ihren Spielen hingeben, 

pädagogisch zu nutzen, 

ist so alt wie die Pädagogik selbst.“ (Scheuerl) 

(in: Krampe/Mittelmann, 1987, S. 8)

Bei der ausgewählten Aufgabenstellung für diese Unterrichtsstunde „Turm von Hanoi“ handelt es sich nach Krampe und Mittelmann (Krampe/Mittelmann, 1987, S. 12) um ein mathematisches Lernspiel. Wird mit einer Aktivität, die der Schüler aus verschiedenen Gründen als Spiel empfindet, „ein mathematischer Lerninhalt verknüpft [...] und / oder ein Lernziel verfolgt“, wird „diese Tätigkeit als mathematisches Lernspiel“ (ebd., S. 12) bezeichnet. Es wird zwischen zwei verschiedene Kategorien von Spielen unterschieden: 

· „Spiele, die allgemeine mathematische Lernziele verfolgen: strategische und problemorientierte (Denk-)Spiele und 

· Spiele, die Lerninhalte verfolgen: Übungsorientierte Spiele.“ (ebd., S. 17)

Das Spiel der heutigen Stunde lässt sich in die Kategorie der strategischen und problemorientierten (Denk-)Spiele einordnen. Hierzu gehören alle Aktivitäten, in denen „Gesetzmäßigkeiten erkannt, Spielregeln [...] erweitert oder vereinfacht, Spiele auf andere Situationen übertragen, die Grundidee des Spiels in eine andere Spielform übersetzt“ (Radatz/Schipper, 1983, S. 178) werden. Mit anderen Worten sind das gerade die Aktivitäten, in denen die allgemeinen Lernziele des Mathematikunterrichts (argumentieren, sich kreativ verhalten, mathematisieren) zum Tragen kommen (vgl. Krampe/Mittelmann, 1987, S. 17). Mit Strategien „meint man Hilfen, die dem Spieler [...] den Gewinn des Spiels garantieren“ (Möller/Pönicke,1992, S. 26). Als Strategiespiele werden also Geschicklichkeitsspiele bezeichnet, die vorwiegend kognitive Fähigkeiten erfordern wie: vorausschauendes und schlussfolgerndes Denken, Analysieren, Kombinieren und Erkennen von Strukturen (vgl. Homan, 1995, S. 5 und Gnirk/Homann/Lubeseder, 1970, S. 7). „Strategiespiele fördern die Denkfähigkeit, denn Hypothesen werden aufgestellt und überprüft und Erfahrungen zum Argumentieren gesammelt.“ (Bobrowski, 1998, S. 72 und vgl. Gnirk/ Homann/Lubeseder, 1970, S. 8) Die Spielhandlungen erfolgen konkret-operativ und damit schülerorientiert und lassen operative Fragestellungen und Entdeckungen zu. 

Das Unterrichtsvorhaben lässt sich also mit den allgemeinen Zielen des Mathematikunterrichts – kreativ sein (nach Gesetzmäßigkeiten und Mustern Ausschau halten, Vermutungen äußern, selbständig Lösungswege suchen, einen Gedanken oder eine Aufgabe variieren oder fortsetzen, eine Regel vorschlagen, einen Gedanken auf etwas anderes, Verwandtes, übertragen), argumentieren (Aussagen begründen, Behauptungen überprüfen, Begründungen verlangen, Regeln konsequent anwenden) und mathematisieren (sachbezogene Fragestellungen entwickeln) (LP, S. 21) – und mit der Forderung nach Strukturorientierung (Sichtbarmachung des Regelhaften und Gesetzmäßigen, Aufdecken und Beschreiben von Strukturen, Anregung von Übertragungen) begründen (LP, S. 25). Dem Grundsatz des entdeckenden Lernens soll insbesondere durch die herausfordernde Situation (geschicktes Legen der Plättchen, so dass der kürzeste Weg gefunden wird; Spiel der Priester von Hanoi) und durch die Gelegenheit des selbsttätigen Lernens, Rechnung getragen werden (LP, S. 26 und vgl. Möller/Pönicke, 1992, S. 26).

„Turm von Hanoi“:

Für dieses Strategiespiel braucht man für je zwei Schüler einen Spielplan (siehe Anhang) und verschieden große Plättchen. Man legt die Plättchen der Größe nach auf Feld A zu einem Turm aufeinander, und zwar das Größte nach unten. Das Ziel ist es, diesen Turm auf Feld C wieder aufzubauen, wobei folgende Regeln beachtet werden müssen:

Regel 1: Nimm immer nur ein Plättchen – und zwar immer das oberste!

Regel 2: Lege es dann wieder auf eines der drei Felder!

Regel 3: Du darfst immer nur kleinere auf größere Plättchen legen, aber nie ein großes 

auf ein kleineres! (vgl. Homann, 1995, S. 37)

„Mit der Anzahl der verwendeten Scheiben steigen Spieldauer und Schwierigkeit.“ (Bobrowski, 1998, S. 72) In der heutigen Stunde sollen die Schüler dieses Spiel zunächst mit drei verschieden großen Plättchen spielen und den kürzesten Weg von Feld A nach Feld C herausfinden. Der kürzeste Weg ist durch die geringste Zahl an Zügen gekennzeichnet. Die Gesetzmäßigkeit lautet hierfür 2n-1 mit n = Anzahl der Plättchen. Für drei Plättchen werden also mindestens sieben Züge benötigt. Die ersten drei Züge werden dafür benötigt, die oberen zwei Plättchen (Nr. 1 und Nr. 2) unter zu Hilfenahme von Feld C auf Feld B zu bringen, damit Feld C für Plättchen Nr. 3 frei ist und im vierten Zug darauf gelegt werden kann. Die letzten drei Züge werden dann dafür verwendet, Plättchen Nr. 1 und 2 auf dem dritten Plättchen unter zu Hilfenahme von Feld A zu stapeln. 

Wenn diese Lösung gefunden wurde, können die Schüler in der heutigen Stunde das gleiche Spiel auch schon mit vier Plättchen spielen. „Ist die Lösung für den „Dreierturm“ entdeckt, werden beim „Viererturm“ zunächst die drei oberen Scheiben abgebaut zu einem „Dreierturm““ auf Feld B. Dies wird also wieder sieben Züge in Anspruch nehmen. „Danach wird die unterste Scheibe auf das verbleibende freie Feld geschoben und auf ihr wird der „Dreierturm“ aufgebaut.“ (Bobrowski, 1998, S. 73) Für den „Dreierturm“ werden nochmals sieben Züge benötigt und das Verschieben des vierten Plättchen macht einen Zug aus. Der kürzeste Weg für das Spiel mit vier Plättchen besitzt also 15 Züge. 

„Werden die optimalen Zuglängen aufgelistet, lässt sich entdecken, dass die Zahl der Züge für den jeweils nächsten Turm einer Verdoppelung der Züge des Vorgängers und der Addition um 1 entspricht.“ (ebd., S. 73)

	Anzahl der Scheiben
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	...

	Anzahl der Züge
	1
	3
	7
	15
	31
	63
	...


Es gibt noch weitere Strategien zu entdecken:

„Die oberste (kleinste) Scheibe des gesamten Turmes wird beim ersten und danach immer beim jeweils übernächsten Zug bewegt. [...] Der erste, dritte, fünfte, ... Stein wird immer im Uhrzeigersinn bewegt, der zweite, vierte, ... Stein gegen den Uhrzeigersinn.“ (ebd., S. 73) Bei einer geraden Anzahl an Plättchen wird für den kürzesten Weg mit der kleinsten Scheibe bei Feld B begonnen, während bei einer ungeraden Anzahl immer bei Feld C begonnen wird.

Obwohl der „Turm von Hanoi“ ein Einzelspiel ist, wird es in dieser Unterrichtsreihe zwei Schülern als Aufgabe gestellt. „Man vermeidet dabei Spielstockungen und Frustrationen: Weiß der eine nicht mehr weiter, hat der andere noch eine Idee zur Fortsetzung. Gleichzeitig ist durch die partnerschaftliche Zusammenarbeit ein besseres Einhalten der Spielregeln gewährleistet [...].“ (Gnirk/Homann/Lubeseder, 1970, S. 13) So fördert der Umgang mit diesem Strategiespiel außerdem soziale Verhaltensweisen wie Aufeinanderhören, das Aufeinanderwarten, das Voneinanderlernen und die Bereitschaft, sich gegebenen Regeln freiwillig unterzuordnen.

Aus all diesen Überlegungen ergibt sich als Schwerpunkt der Stunde die aktiv entdeckende Auseinandersetzung mit dem Strategiespiel zum Entdecken von Legestrategien.

Um die Motivation und Selbständigkeit der Schüler anzuregen, werden ihnen direkt alle vier Plättchen zur Verfügung gestellt. Sie sollen aber zunächst den kürzesten Weg mit drei Scheiben finden. Dies werden sie wahrscheinlich zunächst mit der „trial and error“-Methode versuchen, indem sie die Regeln für das Spiel konsequent anwenden. Bei weiteren Versuchen werden Hypothesen aufgestellt und durch weiteres Ausprobieren überprüft. Von den oben genannten Strategien werden die Schüler vermutlich noch nicht alle in dieser Stunde herausfinden. Die Schüler sollten herausfinden, dass es nur eine Möglichkeit für die kürzeste Legestrategie gibt und versuchen, dies zu erklären. Die Schüler, die die Lösung für drei Plättchen gefunden haben, können den vierten Stein hinzunehmen.

Ihre Entdeckungen sollen sie auf einem Arbeitsblatt (siehe Anhang) festhalten. Hier können sie die verschiedenen Züge eintragen und sich Notizen zu den gefundenen Strategien machen.

Als Differenzierungsangebot wird zunächst von innerer Differenzierung ausgegangen. Wie sich gezeigt hat, gibt es bei diesem Spiel Strategien von unterschiedlichem Anspruchsniveau. „Deshalb eignen sich die Aufgaben für Kinder mit kognitiven Fähigkeiten von unterschiedlicher Qualität.“ (Gnirk/Homann/Lubeseder, 1970, S. 8) So kommt fast jedes Kind im Spiel zu Erfolgserlebnissen. Dadurch werden Wiederholungen des Spiels motiviert und eine Gelegenheit zur Verfeinerung der angewandten Strategien geschaffen. Als weitere Differenzierungsmaßnahme werden Tippkarten bereit gehalten: 1. Habt ihr es mit drei Plättchen in 7 Zügen geschafft? 2. Gibt es noch andere Legemöglichkeiten mit 7 Zügen? 3. Beobachtet! Wie oft bewegt ihr welches Plättchen? 4. Spiele abwechselnd mit deinem Partner (jeder legt immer ein Plättchen)! Fällt euch etwas auf? 

Als Mindestanforderung für die Unterrichtsstunde wird die Auseinandersetzung mit dem Strategiespiel angesehen. Eine Lösung des Problems, wenn auch nicht die kürzeste, sollte gefunden werden. Als Maximalforderung wird erwartet, dass für die Problemstellung der kürzeste Weg gefunden wird und dass die entwickelten Lösungsstrategien auch begründet werden können.

4 Übergeordnete Aufgabe und Teilaufgaben im Sinne von 
Lernanforderungen und –möglichkeiten

4.1 Übergeordnete Aufgabe:

Die Schüler setzen sich in Partnerarbeit mit dem Strategiespiel „Der Turm von Hanoi“ handelnd auseinander und entdecken und entwickeln Lösungsstrategien, zur Förderung kognitiver Fähigkeiten wie vorausschauendes und schlussfolgerndes Denken.

4.2 Teilaufgaben:


Die Schüler...


TA 1 - 
stimmen sich durch die Erzählung vom „Turm von Hanoi“ auf die Stunde ein.


TA 2 - 
erfassen die Problemstellung, indem sie sich die Regeln für das Strategiespiel 
vergegenwärtigen, die Zieltransparenz erfahren und das Spiel anspielen bzw. 
dabei zusehen.


TA 3 - 
wenden Regeln konsequent an, indem sie zunächst durch die „trial and error“-
Methode versuchen, das Problem zu lösen.


TA 4 - 
setzen sich kreativ mit der Aufgabe auseinander, indem sie nach Gesetz-
mäßigkeiten und Mustern Ausschau halten, Lösungsansätze entwickeln, 
überdenken und anwenden.


TA 5 - 
trainieren ihre sozialen Verhaltensweisen, indem sie aufeinander hören, 
aufeinander warten, voneinander lernen und bereit sind, sich gegebenen 
Regeln freiwillig unterzuordnen


TA 6 - 
üben sich im Argumentieren und Verbalisieren, indem sie ihre Lösungswege 
zunächst dem Partner, später mit der ganzen Gruppe präsentieren und 
miteinander diskutieren.


TA 7 - 
überprüfen die Aussagen der anderen Schüler, indem sie deren Lösungen 
gedanklich nachvollziehen und abwägen.

5
Lernvoraussetzungen der SchülerInnen


In der Klasse liegen für den Förderunterricht und als Freiarbeitsmaterial Spiele aus dem Buch „Spielen und Überlegen. Die Denkschule“ von Müller/Wittmann (1998) aus. Die Kinder bedienen sich gerne dieser „Knobelaufgaben“ und zeigen große Motivation beim Lösen dieser Aufgaben. Sollte sich doch Frustration beim Lösen der Aufgaben einschleichen, sollte dies durch die Partnerarbeit aufgefangen werden.


Beim Lösen anderer Strategieaufgaben zeigten die Schüler dieser Klasse große Ausdauer. Sollte eine Regel nicht verstanden worden sein, wird der Partner den Schüler sicherlich darauf aufmerksam machen. 

In dieser Stunde könnte die Verbalisierung der angewandten Legestrategie Schwierigkeiten bereiten. Durch die Tippkarten soll den Kindern bewusst werden, wie sie auf ihre Strategie gekommen sind und was sie ausmacht. Dies soll ihnen ebenfalls bei der Verbalisierung helfen.

Die Schüler arbeiten gerne in Partnerarbeit, so wie sie gemeinsam am Tisch sitzen. Falls im Einzelfall trotzdem ein Problem auftreten sollte, ist genug Material vorhanden, dass Einzelarbeit stattfinden kann. Am Anfang der Stunde wird in der Klasse gemeinsam besprochen, wie die Partnerarbeit stattfinden soll. 

6
Stundenverlaufsplan

1. Handlungssituation:

	Handlungsschritte
	Situationsbedingte Alternativen

	1.1. Die LAA begrüßt die Schüler, bittet sie in den Sitzkreis und nennt das Thema der Stunde.

1.2. Ein Sch. liest den Stundenablauf anhand des roten Fadens vor.

1.3. Die LAA erzählt die Geschichte vom Turm von Hanoi und erklärt dabei die Regeln des Spiels.

1.4. LAA gibt Zieltransparenz.

1.5. Einige Sch spielen das Spiel im Sitzkreis an.

1.6. LAA bespricht mit den Sch die Regeln für Partnerarbeit.

1.7. LAA bittet Sch an ihre Plätze.
	LAA zeigt Demonstrationsturm.

LAA verbessert Sch, wenn Symbole falsch gedeutet werden.

LAA verweist bei den Regeln auf die Plakate.

LAA achtet besonders darauf, dass die Regeln eingehalten werden.



Lernfortschritt: 


Die Schüler haben sich auf die Stunde eingestimmt und haben die Problemstellung und die Regeln des Spiels erfasst. (TA 1-2)

2. Handlungssituation

	Handlungsschritte
	Situationsbedingte Alternativen

	2.1 Sch besorgen sich das Arbeitsmaterial.

2.2 Sch spielen in Partnerarbeit das Spiel „Turm von Hanoi“.

2.3 LAA bittet die Sch in den Sitzkreis.
	


Lernfortschritt:

 
Die Schüler haben die Regeln konsequent angewendet, sich kreativ mit der Aufgabe auseinandergesetzt, indem sie beim Spielen Hypothesen aufgestellt und diese überprüft haben. Außerdem haben die Schüler ihr soziales Verhalten geschult und sich im Argumentieren und Verbalisieren geübt. (TA 3-6)

3. Handlungssituation

	Handlungsschritte
	Situationsbedingte Alternativen

	3.1 LAA bittet einen Sch, seine Lösung am Demonstrationsmaterial vorzuführen.

3.2 Sch begründen ihre Legestrategie.

3.3 LAA gibt Ausblick.
	LAA stellt Verständnisfragen.


Lernfortschritt:

 
Die Schüler haben im Sitzkreis ihre sozialen Verhaltensweisen trainiert, indem sie aufeinander hörten, aufeinander warteten und voneinander lernten. Gleichzeitig haben sie sich im Argumentieren und Verbalisieren geübt und die Aussagen der anderen Schüler gedanklich nachvollzogen und überprüft. (TA 5-7)
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8
Medien

· Roter Faden + Ablaufkarten

· Plakat mit Spielregeln

· Demonstrations-Turm (6 Plättchen mit ( 17cm (Nr. 6), 15cm (Nr. 5), 13cm (Nr. 4), 11cm (Nr. 3), 9cm (Nr. 2) und 7cm (Nr. 1))

· Demonstrations-Spielplan

· 11 Plättchensets (je 6 Plättchen mit (  3,5cm (Nr. 6), 3cm (Nr. 5), 2,5cm (Nr. 4), 2cm (Nr. 3), 1,5cm (Nr. 2) und 1cm (Nr. 1))

· 11 Spielpläne
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